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XII. OSZTALY

1. feladat. Az f : R — R kétszer derivalhato fliggvény kétszeres derivaltja folytonos
R-en, és teljesiti az alabbi tulajdonsdgokat:

/Olf(x)dx:O és /le'f(x)d$:/01$2-f(x)dx,

a) Bizonyitsd be, hogy ha g : R — R mésodfoku polinomfiiggvény, amelynek grafikus

képe szimmetrikus az x = = egyenletii egyenesre nézve, akkor
2 Y

[ @) gwya=o

b) Bizonyitsd be, hogy létezik olyan ¢ € (0, 1), amelyre f”(c) = 0.
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2. feladat. a) Legyen (G, -) egy csoport, és f : G — G annak egy endomorfizmusa.
Igazold, hogy az f endomorfizmus fixpontjainak Fy = {z € G | f(z) = z} halmaza a G
csoport egy részcsoportja.

b) Legyen n € N, n > 2, és jeldlje p az n legkisebb primosztéjat. Bizonyitsd be, hogy

n
az m = — + 1 szam a legkisebb olyan természetes szam, amelyre teljesiil a kovetkezo

tulajdonsdg: barmely n-edrendii véges (G, -) csoportban, ha egy f : G — G endomorfiz-
mushoz 1étezik egy g : G — G automorfizmus gy, hogy az A = {a € G | f(a) = g(a)}
halmaznak legaldbb m eleme van, akkor f a GG csoport automorfizmusa.

3. feladat. Legyen e a (G, -) csoport semleges eleme, és legyen H a G egy részcsoportja
gy, hogy H # {e} és H # G. Ha (zy)? = yz minden z,y € G\ H esetén, bizonyitsd be,
hogy:

a) 22 = ¢®, minden z € G\ H és minden y € H esetén;

b) Z(G) = {e};

¢) H kommutativ. (Z(G)=z€ G |z-g=g-z, Vg€ G a G csoport centruma, vagyis a
G csoport azon elemeinek halmaza, amelyek a G' csoport minden elemével kommutélnak.)

4. feladat. Legyen f : [0,1] — [0, 1] folytonos és bijektiv fliggvény, amelyre

f(z) <z, minden z € (0,1) esetén.

1
Minden n € N* esetén jelolje f,, = fofo...of, és I, = / fol(z) dx.
—_—
n fliggvény 0
a) Bizonyitsd be, hogy minden z € (0, 1) esetén lim f,(z) = 0.
n—oo
b) Szamitsd ki a lim I,, hatarértéket!

. n—oo
Munkaidd 3 ora.

Minden feladatra legfeljebb 22,5 pont szerezhetd.



